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Analiza numeryczna helki strunobetonowej
o prostokatnym przekroju poprzecznym

Rozwdj analiz numerycznych i mocy obliczeniowej kompu-
terow umozliwia coraz doktadniejsze odwzorowanie pracy
statycznej konstrukcji sprezonych. Efektywne zastosowanie
zaawansowanych programow komputerowych umozliwia ana-
lize odpowiedzi konstrukcji, ktéra w duzym zakresie jest zgod-
na z wynikami badan laboratoryjnych.

W artykule przedstawiono propozycje modelowania sity
sprezajacej, a takze dokonano analizy porownawczej wynikow
obliczeh maksymalnej dopuszczalnej sity sprezajacej z wynika-
mi obliczen prowadzonych z wykorzystaniem algorytméw
wedtug [5].

Charakterystyka belki

Przeanalizowano belke strunobetonowg swobodnie pod-
partg o dtugosci catkowitej 4,712 m i wymiarach przekroju
poprzecznego 25,6 x45,0 cm. Rozpigtos¢ teoretyczna wynika-
jaca z zastosowania podktadek podporowych wynosita
4,572 m. Belke obcigzono dwiema sitami przytozonymi w jed-
nej trzeciej rozpietosci w taki sposob, aby w srodkowej czesci
uzyska¢ staty moment zginajacy (rys. 1). Analizowang belke
wzorowano na belce zelbetowej badanej przez Buckhouse’a
[2], ktorej wyniki stanowity model kalibracyjny do tego zadania.

;}?9&\ > N
®7 OO
</4
P N - e —
E |
= . I
N Sprezenie belki '
e - L
| i . L =2356 mm }

Rys. 1. Rysunek ogolny belki

W modelu obliczeniowym zrezygnowano ze stalowych podkta-
dek pod obcigzeniem. Podyktowane to byto powstawaniem
nierzeczywistych zarysowan wynikajacych z potgczenia dwéch
réznych materiatow w weztach siatki, co nie wystepuje w bada-
niu laboratoryjnym, a wynika jedynie z niedoskonatosci mode-
lu. Zamiast tego obcigzenie przyktadano do powierzchni o polu
rownym powierzchni podktadki. Poréwnanie obcigzeh wywotu-
jacych osiggniecie jednej trzeciej wytrzymatosci stali sprezaja-
cej wykazato zgodnos¢ z wynikami w przypadku modelu
z podktadkg i badan Wolanskiego [7].

Elementy skonczone

Standardowym elementem skonczonym sto-
sowanym w analizach numerycznych konstrukcji
betonowych ze zbrojeniem bagdz sprezeniem
w pakiecie ANSYS jest SOLID65 [1], ktory umozli-
wia humeryczne obliczenia nieliniowej odpowiedzi
konstrukcji pod obcigzeniem statycznym i dyna-
micznym. Jest on stosowany w analizach trojwy-
miarowych betonu i pozwala na uwzglednienie
zarysowania pod wptywem rozciggania, miazdze-
nia w przypadku $ciskania, a takze plastycznych
deformaciji. Pekanie jest dozwolone w trzech orto-
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gonalnych kierunkach, w kazdym punkcie catkowania. Przyjeto
modele opisujgce liniowo-sprezyste i nieliniowe zachowanie
betonu, z uwzglednieniem pekania i miazdzenia. Jednoosiowg
wytrzymatos¢ betonu przyjeto zgodnie z zaleznoéciag zapropo-
nowang w [7]. Kryterium zniszczenia w zwigzku z dziataniem
ztozonego stanu naprezenia opisano za pomocg modelu pie-
cioparametrowego (tabl. 1), zgodnie z teorig zaproponowang
przez Willama i Warnke’a [6] i wedtug hipotezy Hubera-Misesa-
-Hencky’ego.

W przypadku analizy konstrukcji zelbetowych i sprezonych,
w celu uproszczenia analizy, zatozono jednoosiowy stan napre-
zenia w elementach stalowych, a takze jednakowe zachowanie
w przypadku rozciggania i sciskania. Zastosowano nieliniowg
zalezno$c¢ odksztatcenie — naprezenie wynikajaca z zaleznosci
zaproponowanych w [7] w odniesieniu do stali sprezajgcej, aby
umozliwi¢ pordéwnanie wynikéw. Zastosowano element
LINK180 o trzech stopniach swobody w kazdym wezle (rys. 2).
Nie jest uwzgledniane zginanie, lecz plastycznos¢, petzanie
i duze deformacje. Belka charakteryzuje si¢ statymi parametra-
mi na dfugosci, a z funkcji ksztattu wynikajg state naprezenia
na diugosci.

W odniesieniu do podktadek zastosowano standardowy
element stuzacy do modelowania trojwymiarowych, brytowych
struktur SOLID45 (por. rys. 2). Jest on okreslony przez osiem
weztéw, kazdy z trzema stopniami swobody. Model materiatu
przyjeto jak w przypadku stali zbrojeniowej (tabl. 2).

Tablica 1
Parametry modelu betonu
Nazwa parametru Wartos¢

Cigzar objgtosciowy, kN/m?3 23,75
Modut sprezystosci podiuznej, GPa 27,2
Wspotczynnik Poissona 0,2
Wspotczynnik przenoszenia sit thacych przez ryse otwartg 0,3
Wspék_:zynnik przenoszenia sit tngcych przez ryse 10
zamknigtg ’
Jednoosiowa wytrzymato$¢ na rozcigganie, MPa 3,59
Jednoosiowa wytrzymato$¢ na $ciskanie, MPa 33,09
Dwuosiowa wytrzymato$¢ na Sciskanie, MPa 39,71
Wytrzymai_oéc’: w tréjosiowym stanie naprezenia na potu- 4798
dniku rozciagania, MPa ’
Wytrzyrm_afoéc':_ w tréjosiowym stanie naprezenia na potu- 57.08
dniku $ciskania, MPa ’
Mnoznik sztywnosci w warunkach zwigzanych z pgkaniem 0,6
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Rys. 2. Rodzaje elementéw skonczonych: a) SOLID65, b) SOLID45, c) LINK180
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Tablica 2
Parametry modelu stali sprezajacej

Nazwa parametru Wartos¢
Modut sprezystosci podiuznej, GPa 193,1
Wspotczynnik Poissona 0,3

Granica plastycznosci, MPa 1862,0
Wspotczynnik rozszerzalnosci cieplnej, °C 1,2:10°
Pole przekroju poprzecznego splotu, cm? 0,987

Siatka elementéw skonczonych

W  konstrukcjach sprezonych stosuje sie materiaty
o odmiennych wtasciwosciach, ktdre wzajemnie moga sie uzu-
petnia¢ i spetnia¢ okreslong role, w zaleznosci od warunkéw
pracy. Zarowno w przypadku konstrukcji rzeczywistych, jak
i modelu komputerowego, problemem jest zapewnienie odpo-
wiedniej wspotpracy tych materiatdw, co wynika z przyczepno-
$ci miedzy nimi. Stal sprezajaca i zbrojeniowa jest umieszczo-
na gtébwnie tam, gdzie moga wystgpic¢ naprezenia rozciggajace,
ktérych nie przenosi sam beton. Jezeli wartos¢ graniczna
naprezen nie jest przekroczona i nie pojawity sie rysy, zaktada
sie, ze obydwa materiaty odksztatcajg sie jednakowo. W przy-
padku pojawienia sie pierwszych zarysowan, beton przestaje
petni¢ funkcje nosng, a w przekroju przez zarysowanie obcig-
zenia przejmuje stal. Prety zbrojeniowe przenoszg najczesciej
sity réwnolegte do swojej osi, ktore zostaty przekazane na nie
z betonu, a migedzy rysami zachodzi tzw. zjawisko zesztywnie-
nia i beton w tych miejscach przenosi znaczne naprezenia
rozciggajgce [4]. Moze to by¢ mylace, poniewaz w jednoosio-
wym stanie naprezenia przyjmuje sie funkcje, ktéra opisuje
redukcje wytrzymato$ci betonu na rozcigganie. Zatozenie to nie
jest jednak stuszne w przypadku bardziej skomplikowanych
analiz, gdyz dzieki przyczepnosci stali do betonu rozciggane
prety zbrojeniowe przekazujg na beton znaczne sity. Skutkuje
to zwiekszeniem ogolnej sztywnosci elementu w poréwnaniu
z wartosciami, jakie wynikalyby z zatozenia zerowej
wytrzymatosci betonu na rozcigganie.

Mozna wyrézni¢ kilka sposobdéw podejscia do modelowa-
nia potgczenia elementow betonowych i stalowych. W progra-
mie ANSYS najczesciej jest stosowane podejscie rozproszone
lub dyskretne, ktére wykorzystano w analizach. Polega ono na
zastosowaniu dyskretnych modeli elementdéw stalowych (rys.
3), ktére sg potgczone z elementami betonowymi w wezfach
siatki, co zapewnia wspofprace tych materiatow. Zaleta takiego
podejscia jest mozliwos¢ zastosowania rzeczywistej geometrii
i wiasciwosci fizycznych materiatéw, a wada — ograniczenie
siatki betonu potozeniem elementow stalowych. Doboru wiel-
kosci elementdw skonczonych dokonano w sposoéb analogicz-
ny jak w [3].

Strzemiona

Rys. 3. Siatka elementéw skonczonych

Warunki brzegowe i obcigzenia

W analizie wykorzystano symetrie i modelowano potowe
belki, a w $rodku rozpieto$ci wprowadzono wigzy uniemozli-
wiajgce przesuw w kierunku osi X. Zastosowano podpore
przesuwng w kierunku X usytuowang na koncu belki. Obcigze-
nie reakcjg przekazano na stalowg podkiadke podporows,
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a nastepnie na betonowa belke, co umozliwia rbwnomierne
roztozenie obcigzen.

e Sprezenie belki. Belke w pierwszym kroku obcigzeniowym
poddano dziataniu sity sprezajgcej. W pracy Wolanskiego [7]
zalecono zastosowanie obcigzenia wstepnego, ktore ma na celu
wprowadzi¢ do uktadu obcigzenie ekwiwalentne w stosunku do
sity sprezajgcej. W tym przypadku nie istnieje mozliwos¢ przyto-
zenia sity wigkszej niz jedna trzecia wartosci maksymalnej dane-
go ciegna sprezajgcego [7]. Wynika to z definicji obcigzenia
okreslanego jako wstepne odksztaicenie, ktore jest przyktadane
do konstrukcji w postaci jednego kroku obcigzenia i nie jest
mozliwy podziat oddzialywania na mniejsze kroki. Skutkuje to
niemozliwoscig uzyskania zbieznosci rozwigzania. Wade te
mozna zniwelowaé, stosujgc podejScie zaproponowane
w niniejszym artykule, ktére umozliwia uzyskanie wynikéw zblizo-
nych zaréwno do analiz Wolanskiego, jak i obliczen prowadzo-
nych z wykorzystaniem algorytmow zaproponowanych w [5].

Modyfikacja sposobu przyktadania obcigzenia polega na
zastgpieniu wstepnego odksztatcenia przez oddziatywanie
temperaturowe. Ochtodzenie ciggna sprezajgcego powoduje
jego skrocenie, co skutkuje powstaniem sity sciskajgcej rowno-
waznej sprezeniu. Wartos¢ temperatury, jakg nalezy zastoso-
wac, mozna obliczy¢ ze wzoréw na rozszerzalnos¢ cieplng:

f, _08-075-1862,0-10°

g, = 5 =0,005709,
E, 193,053-10
x=Xxo(1+¢p),
- &
AT = X=Xo _%p 0005709 _ 752500,
Xo a 12.10°

gdzie:

&, — maksymalne odksztalcenie stali sprezajacej,

fp.— maksymalne naprezenie stali sprezajgcej podczas spreza-
nia,

E, = 193,053 GPa - modut sprezystosci podfuznej stali spreza-
Jacey,

X — dtugos¢ elementu po zmianie temperatury,

X, — diugos¢ poczatkowa belki,

a = 12-10%°C" — wspodiczynnik rozszerzalnosci liniowej,

AT — przyrost temperatury.

Zastosowanie proponowanego sposobu analizy umozliwia
podziat kroku obcigzenia na mniejsze, a tym samym, w sytuaciji
pojawiania sig rys, na uzyskanie zbieznosci rozwigzania, ktére
jest bliskie rozwigzaniom analitycznym. Dzigki temu mozna
uzyska¢ wyniki bardziej zblizone do rzeczywistych, ktére
uwzgledniajg realne wartosci sity sprezajgcej przyktadanej do
konstrukcji. Zastosowany sposéb mozna wykorzysta¢ w prak-
tycznych analizach realnych elementéw bgdz konstrukcji spre-
zonych.

o Ciezar wfasny belki. W drugim kroku obcigzenia do
konstrukcji przytozono obcigzenie wynikajgce z ciezaru wia-
snego materiatéw. Dodanie tego oddziatywania znaczgco
wptywa na ugiecie konstrukcji sprezonej. Zostato ono wprowa-
dzone do konstrukcji przez uwzglednienie przyspieszenia gra-
witacyjnego oraz ciezaru objetosciowego betonu.

e Obcigzenie zewnetrzne. Obcigzenie belki przylozono
jako ci$nienie w jednej trzeciej teoretycznej rozpigtosci. W celu
uzyskania zbieznosci rozwigzania i wyznaczenia punktow cha-
rakterystycznych pracy konstrukcji sprezonej, zadanie podzie-
lono na kroki obliczeniowe: pierwszego zarysowania, zerowe-
go ugiecia, dekompresji przekroju i uplastycznienia stali.
Analize prowadzono do momentu przerwania obliczen ze
wzgledu na brak mozliwosci uzyskania zbieznoéci rozwigzania
(tabl. 3).
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Tablica 3
Kroki obcigzeniowe analizy

Czas | Czas na Przyrost )
poczat-| koncu | f Tl | cakowty |\ S50 | FEVOR |
kowy kroku obcigzenia
0,0 0,6 1 -285,45°C | 100 -2,855°C sprezenic
0,6 1,0 2 -190,30°C | 100 -1,903°C pre
10 20 3 B 5 B cigzar wia-
! ’ sny
2,0 66,0 4 66,0 kN 50 1,320 kN
66,0 67,5 5 1,5 kN 100 0,015 kN obcigzenie
67,5 95,0 6 27,5 kN 100 0,275 kN | zewnetrz-
950 | 1150 7 20,0 kN 200 | 0,100 kN ne
115,0 126,1 8 11,1 kN 111 0,100 kN

Analiza modelu obliczeniowego

Analiza sprezysto-plastyczna elementow betonowych wigze
sie z problemami uzyskania zbieznosci rozwigzania, ktére wyni-
kajg ze zmieniajgcych sie warunkdéw zadania, tj. pojawienia sie
zarysowan i uplastycznienia materialow. W celu uzyskania
poprawnej odpowiedzi konstrukciji jest konieczna zmiana para-
metrow odpowiadajgcych za zbieznos¢ rozwigzania. W tym
celu od czwartego kroku obcigzenia zrezygnowano z wykorzy-
stania kryterium sity na rzecz kryterium przemieszczen. Rozni-
ca pojawia sie gtéwnie w koncowych fazach obcigzenia belki,
gdzie wystepujg znaczne zarysowania catego elementu kon-
strukcyjnego.

Model analizowano z wykorzystaniem punktéw restartu
umozliwiajgcych rozpoczecie obliczania kolejnego etapu
zadania bez koniecznosci powtarzania obliczen od poczatku.
Dzieki temu uproszczono i przyspieszono analize. Wyniki uzy-
skane z zastosowaniem obcigzenia termicznego ekwiwalent-
nego do jednej trzeciej sity sprezajgcej poréwnano z uzyska-
nymi przez Wolanskiego [7]. Dobra zbieznos$¢ wartosci
potwierdzita zasadnos$¢ i poprawnosc¢ tego podejécia oraz
wykorzystania go do analiz obejmujgcych wiasciwosci mate-
riatowe stali sprezajgce;j.

Wyniki analiz

Zaprezentowana analiza belki sprezonej wykazuje wyniki
zblizone do uzyskanych z obliczer prowadzonych z wykorzy-
staniem algorytmdéw zaproponowanych w [5] i zaktadanego
sposobu zniszczenia wynikajgcego z badan doswiadczalnych
(tabl. 4).

e Przemieszczenia. Pierwszy krok obcigzenia zwigzany
z przytozeniem sity sprezajgcej spowodowat wygiecie kon-
strukcji do gory wynoszgce 2,566 mm. Uwzglednienie ciezaru
wtasnego spowodowato zmniejszenie strzatki
odwrotnej o 0,290 mm. Oba wyniki pokazujg dobrg
zbieznos¢ z obliczeniami wedtug algorytméw [5]
(por. tabl. 4; rys. 4).

Zwiekszanie obcigzenia zewnetrznego wywotato
przemieszczenia konstrukcji zwigzane ze standar-
dowymi fazami pracy konstrukcji sprezonej. Osta-
tecznie podczas zniszczenia ugiecia maksymalne
w $rodku rozpigtosci wyniosty 65,1 mm (rys. 5).
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o Naprezenia w betonie. Zastosowane modele
obliczeniowe umozliwiajg analize rozwoju naprezenh
w elemencie betonowym, ktéry zmienia sie wraz
z pojawieniem sie kolejnych zarysowan. Otrzymane
wyniki sg zgodne z wynikami analiz teoretycznych
i pozwalajg $ledzi¢ przebiegajgcg redystrybucje
naprezen. W miejscu pojawienia sie pekniecia (rys.
6) wystepuje zmiana naprezen, ktdra postepuje
zgodnie z rozwojem zarysowan.

40,0

20,0,

-10,00

42

0,00

Tablica 4
Poréwnanie wynikéw obliczen numerycznych i rgcznych
Obliczenia Roéznica

Nazwa parametru reczne ANSYS [%]
Ugiecie w $rodku rozpigtosci B B
od sprezenia, mm 2,595 2,556 1.5
Naprezenie w gornym widknie B B
od sprezenia, MPa 3,37 313 71
Naprezenie w dolnym witéknie
od sprezenia, MPa 8,99 814 95
Ugigcie w srodku rozpigtosci B B
po uwzglednieniu cigzaru wiasnego, mm 2313 2,266 17
Naprezenie w gérnym widknie . _
po uwzglednieniu cigzaru witasnego, MPa 2,56 2,36 78
Naprezenie w dolnym widknie
po uwzglednieniu cigezaru wtasnego, MPa 819 7,39 9.8
Obcigzenie niwelujgce w $rodku
rozpigtosci ugigcia, kN 37,55 36,56 2.6
Obcigzenie wywotujgce dekompresje
w elemencie, kN 47,52 45,52 42
Obcigzenie, przy ktérym pojawia sie 68.34 66.00 34
zarysowanie, kN ’ ’ ’
Ugiecie w $rodku rozpigtosci
przy obcigzeniu 100,0 kN 16,023 | 16,487 2.9
Naprezenie w stali sprezajgcej
przy obcigzeniu niszczgcym, MPa 18200 | 1820,0 0.0
Obcigzenie niszczace, kN 125,05 | 126,10 0,8

Rys. 4. Deformacja konstrukcji pod wptywem sprezenia; ugiecie —2,556 mm

e Naprezenia w stali. Stal sprezajgca znajduje sie we wne-
trzu elementu betonowego i z tego wzgledu do momentu
pojawienia sie zarysowan zachodzi wspoétodksztatcalnosc
betonu i stali. Wraz z rozwojem peknie¢ stal przejmuje coraz
wieksze naprezenia.

Osiagnigcie maksymalnego wytezenia zwigzanego z upla-
stycznieniem skutkuje zniszczeniem elementu i brakiem zbiez-
nosci rozwigzania zadania. Wartos¢ maksymalnej sity zewnetrz-
nej przytozonej do konstrukcji dobrze koreluje z obliczeniami
Lrecznymi’”.

e Zarysowania. Skokowe przyktadanie obcigzenia umozliwi-
to wymodelowanie pierwszego zarysowania w obszarze statego
momentu przestowego przy obcigzeniu 66,0 kN. Po przekrocze-

Dekompresja
Zerowe ugigcie
Cigzar wlasny

Sprezenie

-3,00 1,00 300 500 700 9,00

20,00 30,00 40,00 50,00 60,00 70,00

Ugigcie w srodku rozpigtosci [mm]

10,00

Rys. 5. Wykres zaleznosci ugigcia belki w srodku rozpietosci od obcigzenia zewnetrznego
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Rys. 6. Mapa naprezen S,, w betonie przy powstaniu pierwszego zarysowania — obcigze-

nie zewnetrzne 66,0 kN; 7 — miejsce pierwszego zarysowania

niu tego obcigzenia stal znajdujgca sie wewnatrz elementu beto-
nowego zostaje ,uwolniona” i zaczyna przejmowac znacznie
wigksze obcigzenia, mimo niewielkiego zwigkszenia sity obcigza-
jacej. W miare zwiekszania obcigzenia zauwaza sie procesy
charakterystyczne w odniesieniu do konstrukcji betonowych,
czyli powstawanie rys prostopadtych i ukosnych (rys. 7a, b).

a) 1 2

I e e e——

...... 0 0k A e P 4o S P o

800 8

Rys. 7. Mapy zarysowania: a) przy obcigzeniu 100,0 kN — widoczne rysy

prostopadte, b) przy obcigzeniu 115,0 kN — widoczne rysy ukosne, c) przy

obcigzeniu niszczacym 126,1 kN; 7 — zarysowanie na poziomie cigegna spre-
zajgcego, 2 — rysy prostopadte, 3 - rysy ukosne

.20ZE+07

e Zniszczenie elementu. Analize kontynuowano

do momentu przerwania obliczen numerycznych

1z powodu braku zbieznosci. Ostateczna sita, jaka

udato sie przytozy¢ do konstrukcji jest nieznacznie

wieksza od uzyskanej z obliczen ,recznych” (rys.
7c).

Whioski

Przedstawiony sposdb modelowania obcigzenia
konstrukcji sprezonych moze by¢ wykorzystany
w praktyce. Pozwala w petni wykorzysta¢ wtasciwo-
Sci stali sprezajacej i analizowac¢ elementy konstrukcyjne w pet-
nym zakresie sprezenia. Zastosowanie rozbudowanych mode-
li materialowych umozliwia wierne odwzorowanie pracy kon-
strukcji sprezonej, a takze uwzglednienie wspofpracy obu
materiatéw konstrukcyjnych. Pozwala to na obserwacje pracy
elementu oraz odwzorowanie rozwoju takich proceséw, jak
zarysowanie, uplastycznienie stali oraz ich wptywu na zacho-
wanie sie konstrukcji.

.354E+07
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